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荷電粒子のラグランジュ関数
L =

1

2
mr2 − eφ+ e(ṙ ·A)

からハミルトン関数を導きなさい。また、正準方程式 (運動方程式)を導きなさい。ここで φは電磁場の
スカラーポテンシャル（電位）、Aはベクトルポテンシャルである。

ポイント� �
ルジャンドル変換を用いてハミルトン関数 H は

H = p · q̇ − L (1)

となる。ここで一般化運動量 pは
p =

∂L

∂q̇
(2)

となる。H を用いると正準方程式 (運動方程式)は{
q̇ = ∂H

∂p

ṗ = −∂H
∂q

と表される。� �
今回のラグランジュ関数 Lは以下の通りである。

L =
1

2
mr2 − eφ+ e(ṙ ·A)

=
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− eφ+ e(ẋAx + ẏAy + żAz)

(3)

Lから一般化運動量 pを求めてみる。(2)より

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ+ eAx (4)

py =
∂L

∂ẏ
= mẏ + eAy

pz =
∂L

∂ż
= mż + eAz

これらをまとめてベクトル表記すると
p =

∂L

∂ṙ
= mṙ + eA (5)
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となる。よって、(1)よりハミルトン関数 H は

H =
∑

p · q̇ − L

=

3∑
j=1

pj · q̇j − L

= (mẋ+ eAx)ẋ+ (mẏ + eAy)ẏ + (mż + eAz)ż −
{
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− eφ+ e(ẋAx + ẏAy + żAz)

}
=

1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− eφ+ e(ẋAx + ẏAy + żAz) + eφ

=
1

2
m

[
1

m
{px − eAx}2 +

1

m
{py − eAy}2 +

1

m
{py − eAy}2

]
+ eφ

=
1

2m

3∑
j=1

(pj − eAj)
2 + eφ

=
1

2m
(p− eA)2 + eφ

(6)

となる。次に運動方程式を求めてみる。(1)の 1本目は

ẋ =
∂H

∂px

=
∂

∂px

 1

2m

3∑
j=1

(pj − eAj)
2 + eφ


=

1

m
(px − eAx)

となるが、これは (4)式に一致し、新しいものは出て来ない (py,pz も同じ)。2本目は

ṗx = −∂H

∂x

= − ∂

∂x

 1

2m

3∑
j=1

(pj − eAj)
2 + eφ


= −

[
1

m

{
(px − eAx)(−e

∂Ax

∂x
) + (py − eAy)(−e

∂Ay

∂x
) + (pz − eAz)(−e

∂Az

∂x
)

}]
− e

∂φ

∂x

=
e

m

{
(px − eAx)

∂Ax

∂x
+ (py − eAy)

∂Ay

∂x
+ (pz − eAz)

∂Az

∂x

}
− e

∂φ

∂x

となる。これらの px に (4)式を代入し整理する。

mẍ+ eȦx =
e

m

{
(mẋ+ eAx − eAx)

∂Ax

∂x
+ (mẏ + eAy − eAy)

∂Ay

∂x
+ (mż + eAz − eAz)

∂Az

∂x

}
− e

∂φ

∂x

= e

(
ẋ
∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ay

∂x
+ ż

∂Az

∂x

)
ここで偏微分の公式

Ȧx =
dAx

dt
=

∂Ax

∂x
ẋ+

∂Ax

∂y
ẏ +

∂Ax

∂z
ż +

∂Ax

∂t
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を用いると

mẍ+ e

{
∂Ax

∂x
ẋ+

∂Ax

∂y
ẏ +

∂Ax

∂z
ż +

∂Ax

∂t

}
= e

{
ẋ
∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ay

∂x
+ ż

∂Az

∂x

}
mẍ = e

{
ẏ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
− ż(

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
)

}
− e

(
∂φ

∂x
+

∂φ

∂t

)
= e {ẏ(∇×A)z − ż(∇×A)y} − e

(
∂φ

∂x
+

∂φ

∂t

)
= e {ṙ × (∇×A)}x − e

(
∂φ

∂x
+

∂φ

∂t

)
(7)

を得る。y, z も同様に

mÿ = e {ṙ × (∇×A)}y − e

(
∂φ

∂y
+

∂φ

∂t

)
mz̈ = e {ṙ × (∇×A)}z − e

(
∂φ

∂z
+

∂φ

∂t

)
であるからまとめてベクトル表記すると

mr̈ = e {ṙ × (∇×A)} − e

(
∇φ+

∂A

∂t

)
= e(E + ṙ ×B)

(8)

となり、最終的に荷電粒子の受けるローレンツ力の式を得る。
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